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Représentations linéaires

CPlus une methode est nouvelle et feconde,
plus elle etend le champ de I@hconnu.E

J. Bertrand, D’Alembert, cite dans [2]

Hegd parlait de Cl@pparence bariolee du sensibleE. Ici, c@st plutét Cl@pparence
barioleeE de Idntelligible mathematique que nous voudrions rendre sensible. En espe-
rant faire entrevoir que le developpement des mathematiques ne repose pas sur le sed
mouvement d@levation conceptuelle, mais qu@u cortraire la conquéte de 1Gitelligible
mathematique s@ppuie sur une dynamique de va-et-viert entre avanceesconceptuelleset
retombees applicatives

CRetombeeE : nOwoyons surt out pasune chute d@care du ciel desldees, mais ce mou-
vement eseatiel par lequel lesnouveaux concepts essaiment, seconcretisent, et fecondent
dOatresterritoires mathematiques

Ce seond expose sur le theme general dessymetries s@uvre sur un long preambule
presentant lesideesfondamentalesde linearisation et de representation en mathematique.
Nous equisserons ensuite la theorie desrepresertations lineairesdes groupes initi e par
Frobenius a la bn du XIX eme siecle (dansle cas desgroupes bnis). Un acteur majeur fut
H. Weyl qui, en liaison avec ses travaux sur les fondements de la meanique quantique,
bt la jonction inattendue avec I@nalyse de Fourier et crea |Qaalyse harmonique non
commutative. La theorie s@st ensuite enormemernt developpee et ramibeesous la mafirise
dOluvre de Gelfand.

Le réve de Burnside de mettre a probt |@mpresdonnante electivite de la theorie des
representations lineairespour classbe tousles groupesbnis simples s@¢ bnalemert rea-
lise au bout d@n siede. Entre-temps, cette theorie avait permis a Killing et Cartan de
classipe tous les groupes inbnis CecortinusE simples Nous terminerons en expliquant
commernt le probleme general de classbcation desrepreserntations linearres mene a une
trichotomie (Pni, modere, sawage), et commert |Qidecidabilite surgit au coeur de situa-
tions extrémamert concretes et apparemment eementaires

Plan
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2. Le concept mathematique de representation.

3. Represetations lineaires desgroupes.

4. Represatations lineaires et problemesde classbcation.
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1 Linéarité. Linéarisation.

1.1 Bref retour a I’algebre linéaire.

Comme nous I@"r mions au debut du premier expos, I@lgebre lineaire ed la partie
la plus simple des mathematiques. Elle consiste, rappelonsle, en I@tude des espaces
vedoriels (egpaces ol lespoints nommes vecteurs peuvert étre additionnes entre eux et
multipliespar desnombres) et des applications lineairesqui relient cesespaces- et tout
particulieremert, de |@lgebre £(V) desapplications lineaires F dOa egace vectoriel V
dans lui-méme (munie de |@ddition et de la composition).

Supposons V' de dimension bnie. Dans une basedonnee e, ..., ey, lesvecteurs sont
reperes par leurs coordonnees Un operateur F' € L(V) etant donne, les coordonnees
A} desvedeurs F(ej) forment une matrice #, c@g-a-dire un tableau carre de nombres
(disons des nombres complexes).

La matrice # de F depend de la base choisie. Qu@st-ce qui, de la matrice #, rege
invariant par changement de base?

LOnvariant le plus simple est la trace de #, c@st-a-dire la somme de ses coe'c ients
diagonaux \! : |
tr# = N=trF,
qui jouera un role important dans la suite. En fait, ¢ F' ed la somme ;i (F) des
valeurs propres de F, qui ne sort autres que les eements du spectre de F comptes
eventuellement plusieurs fois'. En outre, vis-a-vis de la compostion des operateurs, la
trace veribe |@entite

tr FG = tr GF.

En dimension inbnie, c@st plus complique : pour pouvoir ecrire des sommes inPnies, on
doit introduire un peu detopologie. La situation la plus commode est celle desegacesde
Hilbert, mais nOaticipons pas (ou plut6t, ne revenons passi tot sur le themedu premier
expoR)...

1.2 Linéarisation.

La linéarité ed le caractere dessituations ou problemesmathematiquesdans lesquels
lesmultiplicites & I® uvre forment desegacesvectoriels. Le réle de |@lgebre lineaire e
precisement dQaler a traiter les problemeslineares c@s-a-dire ceu dont lessolutions
forment a priori un espacevectoriel : la somme de deux soluti ons est encore une solution,
de méme que la multiplication d@ne solution par une constante arbitraire.

La linéarisation, certainemert 1@ne desdemarches les plus universdles en mathema-
tiques, des plus abgraites aux plus appliquees consiste a essayer de ramener des pro-
blemes non-lineairesa des problemeslineaires, toujours plus abordablesgracenotamment
a la tecdhnologie elemertaire de I@lgebre lineaire.

La linearisation se retrouve aussi bien en analyse qu@n geonetrie et en algebre. En
analyse, elle se presente sous la forme de |@pprozimation au premier ordre.

Lcomme on I’a vu au § 4.1 du premier exposé, ces éléments sont les nombres p tels que F' — pul n’est

pas inversible.
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Représentations linéaires

Ezemple 1. Soit f une fonction lise d@ne variable = (Cliss& ewvoque, intuitivemert,
quelque chose commeCagrealle & caresea E ; formellement : Cindemimert di! erenti ableE.
Pourvoir les chahons manquants dans I@wlution putative de la notion intuitive a la
notion formelle est une gagaire tant pour les sciences cogritives que pour |®istoire des
mathematiques..)

Une telle fonction admet un developpement en puissarces? de la variable z

f(x) = ap+ arz+ asx® + azx® + ...

ou lesq; sort descongantes La lineariseede f eg ag + a1z (cda revient si I0ornveut
a poser, quelque peu brutalement, 2 = 0 dans le developpement de f). Avantages
quantitatifs et qualitatifs : bonne approximation numerique en pratique, et detedion de
la croissance (posttivite de aq).

Du point de vue geometrique, cela revient a remplacer le graphe de la fonction f par
satangerte au point d@bsdsse 0. Noter qu®n recorstruit f en prenant |Oeveloppe de
ses tangantes (en tous lespoints du graphe). Plus generalement prendre |@space tangent
dOue variete en un point est une forme de linearisation.

Ezemple 2. Prenons par exemple un groupe GecortinuE G de transformations (Ggroupe
de LieE), par exemple le groupe GL(V) desapplications lineairesinversiblesde V dans
V. L@smace tangert en I1Gdertite est I@igeébre de Lie de G (cdle de GL(V) est £(V),
I@space desapplications linegaires de V dans V). Elle e munie d@peration Ccrochet de
LieE [, ] que IQorobtient en ClinearisantE le commutateur

91,92 — 919297 95"

(e~n fait enregardant le terme dOadre 2 car il n® a pasde terme d®rdre 1). La structure
dOajebre de Lie? de G eg une forme lineariseede la structure de groupe de Lie.

Ezemple 3. Les systemesdynamiques qui modelisent mathematiquement 1@volution
de toutes sortes de systemes physiques, biologiques economiques etc..., sont souvent
non-lineaires. Considerons par exemple un systeme du type

dy/dt = F(y,t),

ou t desgnelavariabletemporelleet y = (y1,...,yn) un ensenmble de quantitesdependant
du temps. Au voisinage d@n point d@quilibre y,, on peut linearise le systeme ce qui
donne

dy/dt = DF(yo,t)(y — ¥o),

ou DF(yo,t) ed maintenant une matrice. De nombreux theoremes de la theorie des
systemes dynamiques ont pour objet de predire le comportement du systeme en fonction
du spedre de la matrice DF'(yo,t) (eg. s le spedr e est negatif, I@quilibre est stable...).

2en pratique, souvent, ce développement converge et f en est la somme; on dit alors que f est
analytique. La théorie des développements asymptotiques, qui a fait une apparition-éclair & la fin du §
4 de ’exposé précédent, permet de donner sens a ces développements méme dans le cas divergent.
3espace vectoriel muni d’une opération Gcrochet de LieE vérifiant des axiomes convenables.
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2 Le concept mathématique de représentation.

Nous le ferons emerger de trois doublets successfs : objets generaux/ob jets particu-
liers, mode intrinseque/mode extrinseque, presentation/re presertation.

2.1 Objets généraux/objets particuliers.

Il s@git 1a d@ne distinction* impreciseet pregjue triviale, mais omnipreserte dansle
champ mathematique (et pourtant peu soulignee).

Ap pelons objets générauz cesobjetsindi! erencies dansleur type d@tr e mathematique,
ceux quOacompagne, plus ou moins tadtement, 1Qajectif CquelconqueE - comme dans
les expressons canoniques Csoit ABC' un triangle quelconqueE, Cconsiderons un groupe
GE etc...

Souvert, lesobjets generaux que I®n considere sont tout simplemert lesobjets dOune
categorie donnee (groupes espacesvectoriels, egpacestopologiques etc...). Un point de
vue structuraliste outrander voudrait que ce soit toujours le cas; autrement dit, qu@n
objet mathematique general ne soit rien d@utre quOune epece de structure.

Or ce n@®st pastoujours le cas tant s@n faut : par exemple, lessystemesdynamiques
ewquesci-desus sort lesobjets generaux dn immense chapitre des mathematiques qui
ne selaissent pas enfermer dans une saisie categolique - si ce n@st fort artibdellement.

Soit dit en passart, il importe d®tre consdent deslimites de I@pproche categorique, et
surtout de ne pasconfondre a cet egard trois Cordresd@niversalit €E : la notion mathema-
tique d@universaliteE que la theorie des categoriesthematise, |@universaliteE theorique
dOaplication de sesconcepts formels (lieeau fait que par nature, cette theorie occulte la
structure interme desobjets), et I@universaliteE - ou plutét la generalite - relativement
limitee, voire precare, de son importance pratique dans le champ mathematique tout
ertier.

Les objets particuliers, quant a eux, sort dessortesde CpersomagesE mathematiques
qui ont un nom propre. Il sinteragissent lesuns avec les autres, et avec lesobjets generaux.
Nous en avons deja rencontre quelquesspedmens remarquablesau cours de ces exposes :

- le facteur moyennable de type I1; dansla theorie de von Neumann (et plus recam-
ment heros de la logique des interactions de Girard),

- la logique classque (parmi toutesleslogiques intuitionnistes,

- le groupe de Galois absolu Gal(8/Q) (objet central de la theorie desnombres),

- le groupe de Galois cosmique (qui agit sur les congantes de toutes les theories
guantiquesdeschamps).

Ces objets particuliers sont d@utant plus fasdnants quds sort plus proteiformes et
ubiquitaires,c@g-a-dire quQis admettent de nombreusesdesaiptions di! ererteset inter-
viennent de fafion di! erente dans plusieurs theories mathematiques. Cette combinaison
de singularité et d’ubiquité enchante bien des mathematiciens, qui considerernt de tels
objets particuliers remarquablescomme lesjoyaux de leur disdpline. Leur apparition in-
opineedans une theorie mathematique qui lesignorait ed le presagede developpements
exaltants, I@n des catalyseurs de I@nite des mathematiques en acte. L@xplication de

4cette terminologie n’est guére satisfaisante. Nous l’employons par défaut, le doublet Cgéné-
rique/singulierE étant déja fort employé en mathématique.
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Représentations linéaires

cette apparition pas® sowent par le fadonnage d®bjets mathematiques generaux tout a
fait nouveaw. LOgporation de ce nouvel inconnu peut alors mener, apresun épre travail,
a une classbation qui fait apparafire de nouveaux objets particuliers.

Cett e dialectique entre objets generaux et objets particuliers, qui nous senble étre
I@n des moteurs de la recherche mathematique, ne senble pasavoir attire I@ttertion des
epistemologues.

2.2 Mode intrinséque/mode extrinséque.

La question qu®@n se posemaintenant est cele du mode sous lequel tel ou tel objet
mathematique particulier eg constitue/envisage.

Prenons, pour bxer les idees le cas d@bjets geometriques. Traditionnellement, c@4-
a-dire depuis les Anciens jusqu@ Gauss, ils etaient envisages par rapport a un référent
geometrique : le plan ou bien I@space euclidien de dimension trois; I@tude portait donc
sur |@bjet plongé.

C@g¢ Gauss qui, dans son etude fondamertale des surfaces, a mis I@ccert sur les
proprietes intrinséques’, cOst-a-dire independantesdu plongement dans le referent. Cela
suppose deja une vision claire de I@dentite (ou plus correctemert, de |@isomomphieE)
dOofets geometriques plonges di! elemment dans un referert. On peut y voir |@ne des
sources de I@mportance prise peu a peu par la notion generale dGsomorphisme puis de
morphisme.

Toutefois, si c@st la notion intrinseque qui importe en bn de compte, il ne s@git pas
pour autant de se debarrasser dOn referent, la donnee méme d@n objet mathematique
particulier se faisant tres souvent de maniere extrinseque, eg. via des equations. Le
caractere intrinseque desobjets et proprietes condderes permet alors, sdon un libre jeu
de changements de reperes, de choisir la desaiption la plus commode selon les besins.

Ezemple. Reprenons le cas, @voque au debut de cet expose, d@in operateur lineaire F
L(V). Biensowent, ce qui estdonne en pratique, cen®g pas F' lui-méme, mais le tableau
carre de nombres qu@®st sa matrice #. LOoprateur I eg |Oofet abgrait intrinseque demni
par # dans une base donneg c@st-a-dire une fois V identibe a C".

Cette debnition e donc de nature extrinseque : elle depend du choix d@ne base
LorsquOoria change # se changeen une matricedu type P# P~', et on peut par exemple
tirer probt de cette variation pour seramener au cascommode d@ne matrice triangulaire
(i.e. nOgant que des 0 au-dessous de la diagorale).

Nous allons maintenant disauter deur modes extrinséques de se donner un objet ma-
thématique particulier : la présentation et la représentation.

Ces deux modes sort de caracteresopposes : la presantation est une description abs
traite, formelle, symbolique de IQopet considere, tandis que la representation vise a une
Cconcreti sationE, une CrealisationE, une CincarnationE de cet objet.

2.3 Présentations.

Présenter un objet mathematique, c@st I@xhiber en termes de generateurs et rela-
tions

5comme me le rappelle F. Nicolas, la dialectique intrinseque/extrinséque a été bien thématisée par
A. Lautman [6, II].
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Pour bxer les idees considerons le cas d@n groupe. Preserter un groupe G, c@g se
donner G par generateurs g; et relations rj, de la maniere suivante :

- lesg; sort des symboles(sanscontenu semantique specibe), djacun etant accompagne
dOn autre symbole gi_l (appele inverse de gj). On considere 10glhabet (Pni ou inbni)
forme desg; et desg; ',

-lesrj =1 (gi,gfl) sornt cetains mots eaits dans cet alphabet,

- les elements de G sort les mots qu®n peut eaire dans cet alphabet, modulo les
relations rj,

- la loi de composition de G ed donnee par la concatenation des mots mis bout a
bout. L&lement neutre est le mot vide (sars lettre), note 1 ou simplement 1.

L@xpresson Cmodulo lesrelations 7 E demande explication : on erntend par la que deux
mots m; et my sort consideres comme debnissart le méme element de G si on peut les
obtenir tous deux a partir d@n troisieme mot m en elaigant & Interieur de m certaines
sequencesdu type rj, ou gig ', ou g tgi.

On dit que le groupe G eg de présentation finie SO peut étre demni par un nombre
Pni de generateurs g; et de relations r; .

Exemple 1. Le groupelibreengerdrepar g1, . .., gn €4 legroupe donne par lesgenerateurs
gi et aucunerelation. Sin = 1, on trouve le groupe desertiers Z (muni de |Qadition). Si
n > 1, ce groupe s@lertibe au groupe fondamental du plan prive de n points z1, ... zn
(voir expose 3) : les g symbolisent deschemins partant et aboutissart a un point-base
Pxe x, et tournant une fois autour du point manquant x; dansle sens trigonometrique.

Du point de vue despreseitations, les groupes libresjouent le réle de referents. Dans
ce mode extrinseque de deription, un groupe n@pparadt pas comme plonge dans un
referent, mais, dualement, comme quotient du referert.

Ezemple 2. Le groupe Z/12Z destranspositions du systeme tempere est donne par un
generateur g et une relation r = ggg99999999g (g peut represeter la classede 1 ou
de 5 ou de 7 ou encore de 11 dans Z/12Z, au choix). Une autre presentation de ce
groupe condste a prendre deux generateurs gi, g et trois relationsr; = ¢19191, 12 =
19297 '95 ", 3 = 92920292 (g1 peut represater la clase de 4 et g, cele de 3 dans
Z/12Z ; larelation r, assure la commutativite). On voit donc quOn groupe donne admet
plusieurs presentations, qu®lles sort extrinseques, et contiennert pas mal d@rbitraire.

Tout elemertaire et formel que paraisse ce mode de debnition d@n groupe, surtout
dansle casde presntation Pnie ol tout se reduit a concatener et simpliba desmots sur
un alphabet bni, la presrtation par generateurs et relations recele en fait de redoutables
di" cultes, dont le fameux probléme des mots de M. Dehn (1911):

soit G le groupe donné par une présentation finie explicite (gi,rj). Donner un algo-
rithme pour déterminer si deux mots my et mo (sur lalphabet formé des g et des gi_l)
coincident modulo les relations rj , autrement dit, s’ils définissent le méme élément de G.

Toutela di"c ulteresde en ce qu®dn ne connafi pasde borne a priori pour la longueur
du mot m dont deriveraient m, et my par simplibPction, s@s debnissaent le méme
element de G. La reponseau probleme de Dehn a ete apportee en 1955par P. Novikov :

pour certains groupes G de présentation finie, le probleme des mots est indécidable.
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Ceresultat celebre est sars doute la premiere manifegation dGidecidabilite (au sens
usuel d@nexistence de machines de Turing capables de trancher algorithmiquement la
guestion) en dehors du domaine de la logique et de la theorie desensambles.

Plus tard, Boone et Higman ont caracterise lesgroupesG de presetation Pnie pour
legquels le probleme des mots est decidable : ce sort ceux qui se plongent dans un
groupe simple qui lui-méme se plonge dans un groupe de presnation bnie. De la a
savoir condruire des groupes ou le probleme des mots est indeddable, il y a un grand
pas.. et une riche theorie. Gardons-nous donc de confondre GindécidableE (qui a un sers
logico-mathematique bien precis) et CinconnaissableE (qui n@n a aucun), et d’interpré-
ter Uindécidabilité comme on ne sait quel retrait du CmanteauE mathématique devant le
Ctoucher de l'espritE.

2.4 Représentations.

Représenter un objet mathematique, c@st le deciire en termes de son action sur
dOatresobjets X prealablemert connus.

Pour bxer les idees, reprenons le casd@n groupe. Represerter un groupe G, c@st se
donner G comme groupe de symetries d@n ensenble structure X. Dans une acception
un peu plus generale, c@st se donner un morphisme®

G — Aut X

du groupe G vers le groupe des automorphismes de X. On parle auss d@ction de G sur
X, et on note g - z |@lement de X qui est le realtat de I@ction de I@lemert ¢ € G sur
|@lement = € X.

Exemple 1. Tout groupe G agit sur lui-méme (de plusieurs fadons, en fait), par exemple
par trandations a gauche : g - = etant le produit de g et de x dans G. Ce faisart, G
s@came comme un groupe de permutations particulieres de seselemerts.

Ezemple 2. Le programme d@&rlangen de Klein evoque dans |@xpose precdent (§ 2.2)
fournit de nombreux exemples d@ctions de groupes de deplacemerts sur des bguresgeo-
metriques. Ce programme ed en fait une reRexion de fond sur la notion d@ction en
geometrie.

2.5 Représentations linéaires.

Unerepresentation estd@utant plus €'c aceque le substrat X de I@ction est demen-
taire ou bien connu. Le cas dOu egpace vedoriel est & cet egard prometteur.

On parle de représentation linéaire lorsque X eg un espace vectoriel, qu®n note
plutét V' comme ddabitude; le groupe des automorphismesde V' nOst autre que GL(V).
Lorsque V' eg de dimension bnie, on parle de représentation linéaire de dimension finie.

Une represertation lineare d@n groupe G dans I@gace vectoriel V, c@st donc un
morphisme de groupes’

p: G— GL(V).

6¢’est-a-dire une application qui respecte la composition.
7si G est muni d’une topologie, il est naturel de requérir que ce morphisme soit continu.
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En dimension bnie et sous I@ypothese que p injedifs, represerter linearement un
groupe abstrait G, c@g¢ donc le represnter Cconcretement E comme groupe de matrices®.
Une representation lineaire est dite irréductible si V nOgas de sous-espace'” stable sous
I@ction de G.

Le leitmotiv de la théorie des représentations linéaires des groupes est d’essayer de
CcomprendreE un groupe abstrait G a partir de la collection de ses représentations li-
néaires (irréductibles).

Ezemple 1 (linéarisation 1). Partant d@ne action dOun groupe G sur un ensamble struc-
ture X quelconque, voici commernt en deduire une represntation lineaire de GG. On prend
pour V I@spacevedoriel F(X) forme des fonctions sur X a valeurs complexes'!, et on
fait agir G sur F(X) par la regle suivante qui debnit I@ction g - f :

(g-f)-z=flg~" =)

(ou = despne un dement de X, f un eement de F(X), g un eement de G).

Par exemple si G agit sur X = G par trandation, la represetation lineaire ainsi
obterue (dans |Ospace F(G) desfondions sur G) s@ppelle la représentation réguliére de
G et est notee py eg.

Ezemple 2 (linéarisation 2). Reprenons I@emple 1 du numero precedent, dans le cas
particulier d@n groupe cortinu de trandormations G (groupe de Lie). Par linearisation,
I@ction de G sur lui-méme induit une representation lineaire de G' sur sonalgebre de Lie.
Ezemple 3. Considerons une equation di! erentielle lineaire dOare n

d"y
dx"
lescoe'c ients p;(x) etant des polyndmes. Les singularites de cett e equation sort lesra-
cinesxy, ...xy du polynémep, (z). Au voisinagede tout point x distinct dessingularites
lessolutions de cette equation di! erertielle lineare d@rdre n forment un espacevedoriel
V de dimension n. Mais quand on CsLitE une solution y le long d@n chemin partant de
x et aboutissart a x, mais entourant une ou plusieurs singularites, on retombe en general
sur une autre solution de I@quation'2. Ainsi, le groupe fondamental du plan prive de
x1,...,oy agit sur V : on obtiert une represntation du groupe libre a n generateurs,
dite représentation de monodromie.

d
pola) 2+ o pu@) T2+ pola) = 0,

Pour clore ce paragraphe, mentionnons brievement deux operations utiles sur les
representationslineaies:

- la somme de deux representations p @ p' : G — GL(V @ V'). L{space sousjacent
consiste en les couples formes d@n vedeur de V et dOu vecteur de V'. L@ctiondeg € G
ed donneepar la formule g - (v,v') = (g v, g - V).

- le produit tensoriel'3 de deux represertations p @ p' : G — GL(V ® V'). Si les
ej forment une basede V et lese/ une basede V’, une basede V ® V' eg formeedes

> i
symbolese; @¢] . LOationde g € G ed donneepar laformule g-(ei @¢]) = (g-ei) @(g-€j).

8¢’est-a-dire faisant de G' un sous-groupe de GL(V).

9on renvoie au § 1.3 du premier exposé pour la définition de la composée de deux matrices.
10distinct de {0} et de lui-méme, bien entendu.

1variante utile en dimension infinie : on peut imposer diverses conditions sur ces fonctions.
12voir le § 4 de 'exposé précédent.

13dont I’intérét apparaitra plus bas, § 3.3.
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3 Représentations linéaires des groupes.

3.1 Caracteres : la théorie de Frobenius.

La theorie desrepresantations lineaires des groupes bnis est nee en 1896, gréce aux
elorts de G. Frobenius pour repondre aux questions de R. Dedekind, qui se heurtait a
descalculs inextricablesen theorie de Galois des equations algebriques, desque le degre
depassat 4. Le concept fondamertal de satheorie ed celui de caractére.

Soit G un groupe a N elemerts. On note Feent (G) e sows-espacede F(G) forme des
fonctions centrales, cOst-a-dire des fonctions f (& valeurs complexes) veriPant f(gg') =
f(g’g) pour tout couple (g, ¢’) d@ements de G. Le produit scalaire

NI EERNAOY.0)

geG

fait de Fient (G) un espaceeuclidien complexe (voir expo 1, § 3.1).

Soit maintenant p : G — GL(V) une representation de dimension Pnie de G. Son
caractére x, eg la fonction sur G a valeurs complexesdemie par la trace:

xt (9) = tr p(g).

Par la propriete fondamentale de la trace c@g un element de Feen (G).

Il sOaere qu@ne represatation p es completement determineepar son caractere y; .
En outre, cette correspondance de Frobenius entre représentations et caractéres jouit des
proprietesremarquables suivantes :

- p eg irreductible < x1 es wnitaire : (x1,x1) = 1,
- les caracteres unitaires forment une base orthonormee de Fient (G); pour toute
element f € Feent (G), on a donc la deconpostion
!

= {fixn)xn

oU xn parcourt lescaracteres unitaires,

S Xe' =Xt xi elxigrt = x1xat,

- toute representation p de dimension bnie de G ed somme direde de represertations
irreductibles. La multiplicite avec laquelle la represantation irreductible de caractere yn
apparad dans p eq (xi,xn). Cas particulier : la demmposition de la represertation
reguiere est : preg = @ (dim pn) pn OU p, parcourt touteslesrepresentationsirreductibles.

La correspondance de Frobenius permet d@sscocier a tout groupe bni sa table de
caractéres, c@sta-dire le tableau de nombres complexes dont les ertreessont lesvaleurs
descaracteresunitaires'?, et cette table détermine le groupe. Cette correpondance realise
ainsi |@xploit de ramener en principe la structure du groupe fini abstrait G & de simples

14comme les caracteres sont des fonctions centrales, on peut se limiter & considérer leurs valeurs sur des

représentations des classes de conjugaison de G, ce qui permet d’obtenir un tableau carré. Par ailleurs
ces valeurs sont des nombres d’un type bien particulier : comme tout élément g de G vérifie gN = 1g,
toute valeur propre u de p(g) vérifie uN = 1, de sorte que les valeurs de caractéres sont toujours des
sommes de racines N-iémes de 'unité.
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données numériques. Conformement au leimotiv enonce ci-desaus, desrenseégnemerts sur
la table de caracteresdonnent desrensdagnemernts sur le groupe. Par exemple, on montre
facilement qu@n groupe Pni G ed

- simple!® si et seuement s pour tout g ¥ 1g et pour tout caractere y 7 1, x(g) 7 x(1c).
- commutatif Si et sedemernt si pour tout caractére unitaire x, x(1g) = 1.

Bien entendu, pour exploiter a fond cette correspondance, encore faut-il la rendre ex-
plicite, cOst-a-dire savoir calculer la table des caracteres. Il existe pour cela un algorithme
simple dé a W. Burnside, I@Qn desfondateurs de la theorie (voir [6, § 2]).

3.2 Représentations linéaires des groupes compacts et analyse
harmonique. L’apport de Weyl.

Comme nous |I@vons rappele lors du premier expose (§ 3.2), on demit en analyse de
Fourier le produit scahire de deux fonctions periodiques f1(t) et f>(t) de periode 27 par
la formule #. &t

< fi, f2 >= fl(t)ﬂ(t)z—.
_n s
L@gpace L2(U(1)) des fonctions f pour lesquelles < f, f > eg bien debni est un epace
de Hilbert'®, Une base orthonormeg ed donneepar e, = eV~ I" (ol n eg un entier
quelconque), et tout f € L2(U(1)) s@crit de maniere unique
|

f= < f,en > en.
n

C@g H. Weyl qui semble avoir remarque le premier I@nalogie (frappante!) entre ces
formules et les formules ci-desaus. Ci-desaus, on avait al aire a un groupe bPni G (non
necessairement commutatif), et a un espace euclidien de dimension bnie dont le produit
sclaire etait debni par une somme bnie. Ici, on a alai re au groupe topologique com-
mutatif (inbni) desrotations planes (quOorpeut idertibe au cercle unite U(1), chaque
rotation etant epinglee par son angle t €] — «,n]), & a un espace de Hilbert dont le
produit scalaire est debni par une integrale relative a la mesue de probabilite g—‘ sur
U(1); lese, sort lescaracteresunitaires de U(1).

En mathematique, toute analogie est une aubaine : le chercheur n@ de cesede la creu-
sa jusqu@ sadisparition/absorption dans une theorie qui englobe lestheoriesjumelles.
C@g ce qu@ fait Weyl : il a etendu la theorie de Frobenius aux represertations lineaires
de dimension Pnie des groupes (topologiques) compacts non necessarement commutatifs,
et cree |@nalyse harmonique non commutative.

Le prototype d@n groupe compact est le groupe U(n) des operateurs unitaires d@n
egace euclidien de dimension n, voir expo 1, § 3.1.

L@nalogue pour un groupe compact G de la decompostion de la represetation re-
guliere dOu groupe bni, cOst le theoreme de Peter-Weyl : L2, (G) se decompose selon
lesrepresentations irreductibles de G (il y en a une inbnite), chacune intervenant avec
une multiplicite egak a sa dimension (voir par exemple [6]).

15¢%est-a-dire n’admet pas de quotient non trivial ; mais, attention, il peut admettre des sous-groupes

non-triviaux, qui ne seront pas normaux.

16¢’est-a-dire un espace euclidien complet de dimension infinie.
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3.3 Probleme de Tannaka.

Etant donne un groupe compad G, on disposede la categolie Rep G desrepresna-
tions linearesde dimension Pnie de G'7.

Le leitmotiv general de la theorie des repreentations lineaires formule ci-desus (§
2.5) incite a poser le probleme suivant (problemede Tannaka) :

Peut-on reconstituer G a partir de Rep G ¢

La reponseeg Cnon... mais presqyeE. Rappelons (ibidem) que Rep G ed munie d@ne
operation interne Cproduit tensorielE ®. Le theoreme de Tannaka dit qu@n peut bel et
bien reconstruire G a partir de la categoiie Rep G munie de ®.

C@4 par le biais d@ne vaste generalisation de ce resutat que Grothendieck est par-
venu a l@dee de groupe de Galois motivique, qui a fait une apparition furtive dans |@xpose
precedert (§ 5)'8.

3.4 Représentations linéaires et mécanique quantique.

Le produit tensoriel, condu en algebre et pour |@lgebre, a fait fortune en mecanique
quantique : |@tat de n particuleseg deait non par la somme, mais par le produit tenso-
riel de n epacesde Hilbert /. Du principe dQidiscemabilite des particules iderti ques,
on deduit une action du groupe &, despermutations sur n objets sur H®". Dés lesan-
nees1926-27,E. Wigner etudiait cette represertation lineaire. A la mémeepoque, Wey
sOhteressit aux represertationsunitairesde dimension inbnie du groupe additif des reek
R qui apparaissent en mecanique quantique sousla forme ¢ — eV~1"H ol H eg un ope-
rateur hamiltonien (voir expose 1, § 5.3). La synthese[9] qu@ a eaite sur la theorie des
representations et la mecanique quantique, parue en 1928(soit fort peu apreslestravaux
fondateurs de Heiserberg et Schradinger), a eu une inf3uence considerable.

Les theoriesde jauge dont lesorigines remontent d@illeurs aussi & Weyl, ont par la
suite contribue a renforcer I@mportance de la theorie des represatations en physique des
particules Sdon cestheories c@g¢ grossomodo U(1) qui gouverne |@lectro-magretisme,
U(2) lesforces eledro-faibles,U(3) lesinteractions fortes(lesquarks qui, aveclesleptons,
constituent la matiere, furent introduits dans la theorie par Gell-Man et Neeman en 1964
sur la base de considerations sur les representations de U(3)).

3.5 Représentations linéaires en dimension infinie. La théorie de
von Neumann et ’école de Gelfand.

Lestravaux de Weyl ont ouvert une nouvelle ere dans la theorie desrepresertations :
cdle de I@tude des represatations de dimension inPnie (de preference unitaires) des
groupestopologiques G.

17un morphisme de représentations n’étant autre qu’une application linéaire compatible aux actions
de G.

18signalons au passage que ’étude des représentations linéaires du groupe de Galois absolu Gal(@/@)
(exposé précédent, § 3.1) est 'un des domaines les plus actifs de la théorie des nombres contemporaine.
Pour un groupe compact totalement discontinu comme Gal(@/@), ce n’est d’ailleurs pas le corps C des
nombres complexes qui est le corps naturel de coefficients de ces représentations galoisiennes, mais ce
sont ce qu’on appelle les corps p-adiques.
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Deux theories, ou deux emles, en sont nees: la theorie des algebres d@perateurs de
von Neumann evoquee dans le premier expose, et |@cok de Gelfand.

Le lien ertre represerntations lineaires et algebres d®perateurs es le suivant. Soit
p: G — U(H) une represetation unitaire dOa groupe topologique G dans un espace
de Hilbert H. Alors le commutant de p(G) dans £(H) est une algebre de von Neumann
(voir expo 1, § 5.1).

I. Gelfand (a qui I@n attribue le sogan Ctout probleme mathematique estun probleme
de representationE) et son ecole se sont principalement occupes de construire et classer
desrepresenations. La theorie est extrémament ramibee, mais il en emage un principe
directeur (principe de Kirillov) : lesrepresertationsirreductibles de dimension inbnie d@n
groupe de Lie correspondent & ceatainesorbitespour I@ction de ce groupe sur (le dual de)
son algebre de Lie (orbit es soumises & une certaine condition de CquantibationE, dans
I@sprit de la mecanique quantique). Ce principe permet de seramener a des problemes
de dimension Pnie.

4 Représentations linéaires et problemes de classifi-
cation.

CTout ce qui peut se range lui plaisait.E
G. Cuvier, Eloge de Werner, cite dans [2]

Nous avons deja dit quelques mots sur le réle de la classibcation en mathematique au
§ 5.4 du premier expo. Ce role etant moins connu que dans d@utres sciences, les clas-
sibcations paraisent davantage presewees, dans le domaine mathematique, du discredit
culturel actuel qui bannit pregque du champ de la pensee ces avatars sdertibques de la
philatelie, la patience illimitee qu@xige leur exercice etant pertiue comme |Qatithese de
|@clair de genie.

On sait pourtant comment les grands travaux systematiques botaniques et zoolo-
giques, de Linne & Lamark et Cuvier, ont forge, lors de I@laboration de schemes classi
bcatoires CnaturelsE, la comprehension progressive de la structure visible et de 1@rga-
nisation des étres vivants; commert la problematique de la classibcation des elements
simples culminant avec la combinatoire du tableau periodique de Mendeleie! des92, a
cortribue a faconner la rationalite chimique (cf. [2, ch. 111]), etc...

De méme en mathematique, certaines classibcations ont eu une importance concep-
tuelle qui depas® de bien loin les problemes de rangament'? ; cOst certainement le cas
de cdles que nous allons @voquer ci-dessots.

Lesclassibcations portert sur des objets generaux (au sensdu § 2.1), mais font parfois
apparafire en bn de compte desobjets particuliers tout a fait imprevus; un tel passage
ne sObtient paspar une simple medit ation dialectique sur lesobjets generaux consideres.

19i] y aurait certes bien des distinctions & faire parmi entre classifications, mais c’est & un philosophe
des sciences qu’il revient d’en parler. Remarquons seulement qu’il ne s’agit dans ce chapitre que du cas
ou la classification aboutit & des listes dénombrables. Bien d’autres problemes de classification mettent
en jeu a la fois des invariants discrets et des modules continus qui forment parfois des objets de méme

nature générale que ceux que 'on classifie.
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4.1 Classification des groupes finis simples.

Un exemple emblematique de classbcation mathematique est celui de la classbcation
desgroupes Pnis simples Rappelons encore une fois qu@n groupe Pni est dit simple s@®
nOapas de quotient non trivial, ou ce qui revient au méme, s n@ pas de sous-groupe
normal non trivial (voir I@xpose 3, § 1.3)%°. Tout groupe Pni se Cdeviss& en groupes
Pnis simples, qui sont, eux, CindevissableskE.

Le réve de Burnside de classipe, en s@ppuyant sur la theorie desrepresertations les
groupesbnis simplesa bralement abouti, au bout d@n siecle de travail monumental. On
a la liste compléte : trois seriesinbnies mais elementaires

- groupes cycliques d®rdre premier,

- groupes alternes?!,

- groupes simplesde type de Lie??,

plus 26 groupes sporadiques®®, dont le plus gros appele CMonsreE, a
808017424794512875886459904961710757005754368000000000

elemerts (il estcondr uit par CrepresentationE, comme groupe de symetriesdOune cert aine
structure remarquable de dimension 196883)

Les 5 premiers groupes sporadiques ont ete deoouverts par Mathieu en 1860. 1l a
fallu plus d@n siecle pour qu@n 6eme n@pparaisse au cours du travail de classiPation.
La bn de ce travail avait ete annoncee en 1983, mais un CtroukE a ete repere dans une
demorstration, trou qui a ete CboucheE grécea un article-rustine de 1300 pages!

La classbation est desomais reputee acheveeet les experts sort en train de rediger
une prewe Cde seconde generationE, plus compacte (erviron 5000pagessi tout va bien!)
et plus conceptuelle.

Qu@n eg-il dela classbation des représentations linéaires desgroupesbnis smples?
Autremernt dit, que sait-on de leurs tables de caracteres?

Pour lesgroupescycliquesou altemes, ellesetaient deja connuesde Frobenius. Pour les
groupessporadiques, on pos®de desatlas de tables de caracteres.La question destables
de caracteresdesgroupesbnis de type de Lie est en revanche ouverte, c@t mémelOofet
dOn champ d@nvestigation vage et tres actif sous la mafirise d® uvre de G. Luzgig.
Celui-ci a propos une @tonnante conjecture reliant lesrepresentations desgroupes bnis
simplesde type de Lie aux representations desgroupes quantiques.

4.2 Classification des groupes de Lie simples.

Entretemps, Cartan et Killing avaient classbe lesgroupes de Lie reds et complexes
simplesG. La classbcation seramene a celle desalgebres de Lie simples Lie G. Un peu
comme dans la theorie de Frobenius pour les groupes bnis, mais de maniere beaucoup
plus sophistiquee, apparaii de la geometrie euclidienne.

20]a, notion, sinon le qualificatif, est due & Galois.

2lcvest-a-dire groupes de permutations de n lettres composés d’un nombre impair d’échanges de deux
lettres. C’est Galois qui a montré que ce sont des groupes simples dés que n > 5

22ce sont, grosso modo, des groupes de matrices & coefficients dans un corps fini.

23ce qualificatif est dii & Burnside.
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En fait, a toute algebre de Lie complexe simple** (ou somme directe de telles es
asciee un petit bijou de geometrie euclidienne reelle appele systéme de racines, qui
consiste en un ensamble bni $ de vecteurs qui engendrent I@gace et qui veribert les 3
proprietessuivantes:

- pour tout « € $, lesseuls elements de $ proportionnels a « sort « et —q,

- pour tout o € $, $ ed stable par reRexion sy par rapport a IOhperplan perpendi-

culaire a «,
- pour tous «, 8 € $, la projection orthogorale de 3 sur la droite menee par « ed un

multiple demi-ertier de a.
Le groupe de Weyl ed le groupe bPni de symetriesde $ engerdre par lesrefiexions s .

Fig. 4.1. Systémes de racines en dimension 2.

Il rege & classiPer lessystemesderacines: c@sta! aire de combinatoire et de geometrie
euclidienne elemertaire, quoique subtile. Ceux qui sort indecomposales(ce sort ceux qui
correpondent electivement a des algebres de Lie simples) se laisent epingler, chacun,
par un diagramme de Dynkin, dont voici la liste (on a pu dire que cesdiagrammes de
Dynkin sont dessortesde Clutins qui infestert les mathematiquesE)?® :

Ay o—o0o—---—0—0
By o—o—+--—0=o0
Ch: o—0—---—0<«o0
o
Dp: o—o—---—0<
o
o

FEs:

0o—o0— o —o0-—o0

24sic! Complexe veut dire ici & coeffients dans le corps des nombres complexes, simple veut dire sans

quotient non-trivial.
25]eur signification est en gros la suivante : les sommets - ou petits cercles - figurent les racines simples,

desquelles toutes les racines se déduisent par combinaison linéaire & coefficients tous positifs ou tous
négatifs; les arétes figurent l'angle entre deux racines simples non perpendiculaires - simple aréte si

I’angle est de 120° etc...
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o — O0— (@] — O — 0 —0

o)
Eg: |
o — O0— o) — 0 —0—0—0
Fy: o—o=o0—o0
Gy o=o.

En conclusion, il y a 4 famillesinbnies (A, , By, Ch, D) d@lgebres de Lie complexes
simples’S, plus 5 exceptionnelles (Eg, E7, Eg, Fy, G5).

Le probleme de la classibcation des represantations des groupes de Lie simples a
ete resolu par Weyl pour I@ssertiel, qui a donne une formule fondamentale pour les
caracteres.ll y aunerelation entre les representat ions de chacun de cesgroupescontinus
et les representations du groupe de Weyl (Pni) corregpondant.

4.3 Classification des représentations linéaires et indécidabilité.

Reprenons la notion de represatation lineaire dans son acception generale. On sOst
attache ci-desaus au casdes groupes (abgraits ou topologiques), maison peut represerter
lineairement d@utres structures. La situation la plus generale, semble-t-il, eg celle des
carquois.

Les carquois sort des graphes (en general Pnis) dont les arétes (qui peuvent étre
multipleg sort orientees. Signalons en passart leur intervention recente dans la theorie
desgestes musicaux de M. Andreatta et G. Mazzola [1].

Une représentation linéaire dOn carquois Q, cOst la donnee, pour tout sommet = de
Q, d@n espacevedoriel Vy (disonsde dimension Pnie pour bxer lesidees), et pour toute
aréte o liant lessommets z et y dOune application lineaire F; de Vj dans V.

Comme pour lesrepresatations de groupes il y a une notion naturelle de somme,
et une repreentation ed dite indecmmposabe si elle ne se laiss pas decompose (non
trivialement) en somme

La question de la classibcation desrepresentations lineaires descarquois mene alors a
une trichotomie reaumee dans le merveilleux theoreme de Gabriel, Nazarova et al. (voir
[3, 4.4])) ol resugissant, tels Sarbo, les diagrammesde Dynkin :

THE OREME : Soit QQ un carquois. On a la trichotomie suivante :

1) @Q n'a qu’un nombre fini de représentations indécomposables si et seulement si c’est
un diagramme de Dynkin.

2) Q a une infinité de représentations indécomposables classifiables algébriquement
(en un sens précis que nous n’éluciderons pas ici) si et seulement si ¢’est un diagramme
de Dynkin étendu?”.

26]es groupes associés sont issus de la géométrie euclidienne réelle ou complexe, ou de la géométrie
symplectique.

27obtenu par adjonction d’un sommet & un diagramme de Dynkin selon une régle simple que nous ne
préciserons pas ici.
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3) En dehors de ces deuz cas, la GthéoricE des représentations de Q est indécidable.

En fait, la demongtr ation de |@hdecidabilite dansle cas3) sefait en codant le probleme
desmots de Dehn dans la theorie desrepresentations de Q!

Ezemple (Gelfand-Ponomarev). SOit @, le carquois ayant n sommets z1, ...,z lies
par une aréte orientee vers un sommet central xy. La theorie des represertations de
Qn equivaut a celle des systemes de n sousegaces Vi, ...V, dOn espace vectoriel V5,
considere a isomorphisms pres 1l s@vere que Q, eg de type 1) (bni) pour n < 3, de
type 2) (modere) pour n = 4, de type 3) (sawage) pour n > 4 : il est donc impossble
de classibe, & isomorphismepres les systemes de 5 sous-egaces d@in espace vectoriel.

kkkkkkkkkkkkkkkhkhkkkk
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