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Représentations linéaires

ÇPlus une m«ethode est nouvelle et f«econde,
plus elle «etend le champ de lÕinconnu.È

J. Bert rand, D’Alembert, cit«e dans [2]

Hegel parlait de ÇlÕapparence bariol«ee du sensibleÈ. Ici, cÕest plutöot ÇlÕapparence
bariol«eeÈ de lÕintelligible math«ematique que nous voudrions rendre sensible. En esp«e-
rant faire entrevoir que le d«eveloppement des math«ematiques ne reposepas sur le seul
mouvement dÕ«el«evation conceptuelle, mais quÕau contr aire la conquöete de lÕintelligible
math«ematique sÕappuie sur une dynamique de va-et-vient ent re avanc«eesconceptuelleset
retomb«ees applicatives.

ÇRetomb«eeÈ : nÕyvoyons surt out pasune chute dÕIcare du ciel desId«ees, mais ce mou-
vement essent iel par lequel lesnouveaux concepts essaiment , seconcr«et isent , et f«econdent
dÕautres terri toires math«ematiques.

Ce second expos«e sur le thème g«en«eral des sym«etries sÕouvre sur un long pr«eambule
pr«esentant lesid«eesfondamentalesde lin«earisation et de repr«esentation enmath«ematique.
Nous esquisserons ensuite la th«eorie desrepr«esentations lin«eairesdes groupes, initi «ee par
Frobenius à la Þn du XIX ème siècle (dans le casdesgroupes Þnis). Un acteur majeur fut
H. Weyl qui, en liaison avec ses t ravaux sur les fondements de la m«ecanique quant ique,
Þt la jonct ion inattendue avec lÕanalyse de Fourier et cr«ea lÕanalyse harmonique non
commutative. La th«eorie sÕest ensuite«enorm«ement d«evelopp«ee et ramiÞ«eesous la maöõtrise
dÕÏuvre de Gelfand.

Le röeve de Burnside de mett re à proÞt lÕimpressionnante e!ec t ivit«e de la th«eorie des
repr«esentations lin«eairespour classiÞer tous les groupesÞnis simples sÕest Þnalement r«ea-
lis«e au bout dÕun sìecle. Entre-temps, cette th«eorie avait permis à Kil ling et Cartan de
classiÞer tous les groupes inÞnis Çcont inusÈ simples. Nous terminerons en expliquant
comment le problème g«en«eral de classiÞcation des repr«esentations lin«eaires mène à une
trichotomie (Þni, mod«er«e, sauvage), et comment lÕind«ecidabilit«e surgit au coeur de situa-
t ions ext röemement concrètes et apparemment «el«ementaires.

Plan

1. Lin«earit«e. Lin«earisation.

2. Le concept math«ematique de repr«esentation.

3. Repr«esentations lin«eaires desgroupes.

4. Repr«esentations lin«eaires et problèmesde classiÞcation.

********************
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1 Linéarité. Linéarisation.

1.1 Bref retour à l’algèbre linéaire.

Comme nous lÕa"r mions au d«ebut du premier expos«e, lÕalg̀ebre lin«eaire est la part ie
la plus simple des math«ematiques. Elle consiste, rappelons-le, en lÕ«etude des espaces
vectoriels (espacesoù lespoints nomm«es vecteurs peuvent öet re addit ionn«es entre eux et
mult ipli«espar desnombres) et des applications lin«eairesqui relient cesespaces- et tout
part iculièrement, de lÕalg̀ebre L(V ) desapplications lin«eairesF dÕun espace vectoriel V
dans lui-möeme (munie de lÕaddit ion et de la composit ion).

Supposons V de dimension Þnie. Dans une basedonn«ee e1, . . . , en , les vecteurs sont
rep«er«es par leurs coordonn«ees. Un op«erateur F ∈ L(V ) «etant donn«e, les coordonn«ees
λi

j des vecteurs F (ej ) forment une matrice #, cÕest-à-dire un tableau carr«e de nombres
(disons des nombres complexes).

La matrice # de F d«epend de la base choisie. QuÕest-ce qui, de la matrice #, reste
invariant par changement de base?

LÕinvariant le plus simple est la trace de #, cÕest-à-dire la somme de ses coe"c ients
diagonaux λi

i :

tr # =
!

λi
i = tr F,

qui jouera un röole important dans la suite. En fait, tr F est la somme
"

µi (F ) des
valeurs propres de F , qui ne sont autres que les «el«ements du spectre de F compt«es
«eventuellement plusieurs fois1. En outre, vis-̀a-vis de la compositi on des op«erateurs, la
t racev«eriÞe lÕident it«e

tr FG = tr GF.

En dimension inÞnie, cÕest plus compliqu«e : pour pouvoir «ecrire dessommes inÞnies, on
doit int roduire un peu de topologie. La situation la plus commode est celle desespacesde
Hilbert , mais nÕant icipons pas (ou plutöot, ne revenons pas si töot sur le thèmedu premier
expos«e)...

1.2 Linéarisation.

La linéarité est le caract ère dessituations ou problèmesmath«ematiquesdans lesquels
lesmult iplicit «es à lÕÏ uvre forment desespacesvectoriels. Le röole de lÕalg̀ebre lin«eaire est
pr«ecis«ement dÕaider à t raiter les problèmes lin«eaires, cÕest- à-dire ceux dont les solut ions
forment a priori un espacevectoriel : la sommede deux soluti ons est encore une solut ion,
de möeme que la mult iplication dÕune solut ion par une constante arbit raire.

La linéarisation, certainement lÕune desd«emarches les plus universelles en math«ema-
t iques, des plus abst raites aux plus appliqu«ees, consiste à essayer de ramener des pro-
blèmes non-lin«eairesà des problèmeslin«eaires, toujours plus abordablesgröacenotamment
à la technologie«el«ementaire de lÕalg̀ebre lin«eaire.

La lin«earisation se retrouve aussi bien en analyse quÕen g«eom«etrie et en alg̀ebre. En
analyse, elle se pr«esente sous la forme de lÕapproximation au premier ordre.

1comme on l’a vu au § 4.1 du premier exposé, ces éléments sont les nombres µ tels que F − µI n’est
pas inversible.

60



Représentations linéaires

Exemple 1. Soit f une fonction lisse dÕune variable x (ÇlisseÈ «evoque, intu it ivement ,
quelquechosecommeÇagr«eable à caresserÈ; formellement : Çind«eÞniment di! «erenti ableÈ.
Pourvoir les chaöõnons manquants dans lÕ«evolut ion putative de la notion intuit ive à la
notion formelle est une gageure tant pour les sciences cognit ives que pour lÕhistoire des
math«ematiques...)

Une telle fonction admet un d«eveloppement en puissances2 de la variable x

f (x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + . . .

où les ai sont des constantes. La lin«earis«ee de f est a0 + a1x (cela revient si lÕonveut
à poser, quelque peu brutalement , x2 = 0 dans le d«eveloppement de f ). Avantages
quant itatifs et qualitatifs : bonne approximation num«erique en pratique, et d«etecti on de
la croissance (posit ivit«e de a1).

Du point de vue g«eom«etrique, cela revient à remplacer le graphe de la fonction f par
sa tangente au point dÕabscisse 0. Noter quÕon reconstruit f en prenant lÕenveloppe de
ses tangentes (en tous lespoints du graphe). Plus g«en«eralement prendre lÕespace tangent
dÕune vari«et«e en un point est une forme de lin«earisation.

Exemple 2. Prenons par exemple un groupe Çcont inuÈ G de transformations (Çgroupe
de LieÈ), par exemple le groupe GL(V ) desapplications lin«eaires inversiblesde V dans
V . LÕespace tangent en lÕident it «e est lÕalgèbre de Lie de G (celle de GL(V ) est L(V ),
lÕespacedesapplications lin«eaires de V dans V ). Elle est munie dÕop«eration Çcrochet de
LieÈ [ , ] que lÕonobt ient en Çlin«earisantÈ le commutateur

g1, g2 "→ g1g2g
−1
1 g−1

2

(en fait en regardant le terme dÕordre 2 car il nÕy a pas de terme dÕordre 1). La st ructure
dÕalg̀ebre de Lie3 de G est une forme lin«earis«eede la structure de groupe de Lie.

Exemple 3. Les systèmesdynamiques, qui mod«elisent math«ematiquement lÕ«evolut ion
de toutes sortes de systèmes physiques, biologiques, «economiques etc..., sont souvent
non-lin«eaires.Consid«erons par exemple un système du type

dy/dt = F (y, t),

où t d«esigne la variable temporelleet y = (y1, . . . , yn ) un ensembledequant it«esd«ependant
du temps. Au voisinage dÕun point dÕ«equilibre y0, on peut lin«eariser le syst ème, ce qui
donne

dy/dt = DF (y0, t)(y − y0),

où DF (y0, t) est maintenant une matrice. De nombreux th«eor̀emes de la th«eorie des
syst èmes dynamiques ont pour objet de pr«edire le comportement du système en fonction
du spectre de la matr ice DF (y0, t) (e.g. si le spectr e est n«egatif, lÕ«equil ibre est stable...).

2en pratique, souvent, ce développement converge et f en est la somme ; on dit alors que f est
analytique. La théorie des développements asymptotiques, qui a fait une apparition-éclair à la fin du §
4 de l’exposé précédent, permet de donner sens à ces développements même dans le cas divergent.

3espace vectoriel muni d’une opération Çcrochet de LieÈ vérifiant des axiomes convenables.
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2 Le concept mathématique de représentation.

Nous le ferons «emerger de trois doublets successifs : objets g«en«eraux/ob jets part icu-
liers, mode int rins̀eque/mode extrins̀eque, pr«esentat ion/re pr«esentation.

2.1 Objets généraux/objets particuliers.

Il sÕagit là dÕune distinction4 impr«eciseet presque triviale, mais omnipr«esente dans le
champ math«ematique (et pourtant peu soulign«ee).

Appelonsobjets généraux cesobjets indi! «erenci«esdansleur typedÕöetr emath«ematique,
ceux quÕaccompagne, plus ou moins tacitement , lÕadjectif ÇquelconqueÈ - comme dans
lesexpressions canoniquesÇsoit ABC un triangle quelconqueÈ, Çconsid«erons un groupe
GÈ etc...

Souvent , lesobjets g«en«eraux que lÕon considère sont tout simplement lesobjets dÕune
cat«egorie donn«ee (groupes, espacesvectoriels, espaces topologiques, etc...). Un point de
vue structuraliste outrancier voudrait que ce soit toujours le cas; autrement dit , quÕun
objet math«ematique g«en«eral ne soit rien dÕautre quÕune espèce de structure.

Or ce nÕest pas toujours le cas, tant sÕen faut : par exemple, lessystèmesdynamiques
«evoqu«esci-dessus sont lesobjets g«en«eraux dÕun immense chapit re des math«ematiques, qui
ne se laissent pas enfermer dans une saisie cat«egorique - si ce nÕest fort art iÞciellement .

Soit dit en passant , il importedÕöetreconscient deslimit esde lÕapprochecat«egorique,et
surtout denepasconfondre à cet «egard t rois ÇordresdÕuniversalit «eÈ : la notion math«ema-
t ique dÕÇuniversalit«eÈ que la th«eorie des cat«egoriesth«ematise, lÕÇuniversalit«eÈ th«eorique
dÕapplication de sesconcepts formels (li«eeau fait que par nature, cet te th«eorie occulte la
structure interne des objets), et lÕÇuniversalit«eÈ - ou plutöot la g«en«eralit«e - relativement
limit«ee, voire pr«ecaire, de son importance pratique dans le champ math«ematique tout
ent ier.

Lesobjets particuliers, quant à eux, sont dessortesde ÇpersonnagesÈ math«ematiques
qui ont un nom propre. Il s interagissent lesunsavec lesautres,et avec lesobjets g«en«eraux.
Nous en avons d«ejà rencontr«e quelquesspecimens remarquablesau cours de ces expos«es :

- le facteur moyennable de type II1 dans la th«eorie de von Neumann (et plus r«ecem-
ment h«eros de la logique des interact ions de Girard),

- la logique classique (parmi toutes les logiques intuit ionnistes),
- le groupe de Galois absolu Gal( øQ/Q) (objet central de la th«eorie desnombres),
- le groupe de Galois cosmique (qui agit sur les constantes de toutes les th«eories

quant iquesdeschamps).

Ces objets part iculiers sont dÕautant plus fascinants quÕils sont plus prot«eiformes et
ubiquitaires,cÕest-à-dire quÕils admettent de nombreusesdescript ions di! «erenteset inter-
viennent de faücon di! «erente dans plusieurs th«eories math«ematiques. Cette combinaison
de singularité et d’ubiquité enchante bien des math«ematiciens, qui considèrent de tels
objets part iculiers remarquablescomme lesjoyaux de leur discipline. Leur appariti on in-
opin«eedans une th«eorie math«ematique qui les ignorait est le pr«esagede d«eveloppements
exaltants, lÕun des catalyseurs de lÕunit«e des math«ematiques en acte. LÕexplication de

4cette terminologie n’est guère satisfaisante. Nous l’employons par défaut, le doublet Çgéné-
rique/singulierÈ étant déjà fort employé en mathématique.
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Représentations linéaires

cet te apparit ion passe souvent par le faüconnagedÕobjets math«ematiquesg«en«eraux tout à
fait nouveaux. LÕexporation de ce nouvel inconnu peut alors mener, aprèsun öapre t ravail,
à une classiÞcation qui fait apparaöõtre de nouveaux objets part iculiers.

Cett e dialectique entr e objets g«en«eraux et objets part iculiers, qui nous semble öetre
lÕun des moteurs de la recherche math«ematique, ne semble pasavoir att ir«e lÕattent ion des
«epist«emologues.

2.2 Mode intrinsèque/mode extrinsèque.

La question quÕon se posemaintenant est celle du mode sous lequel tel ou tel objet
math«ematique particulier est constitu«e/envisag«e.

Prenons, pour Þxer les id«ees, le casdÕobjets g«eom«etriques. Tradit ionnellement , cÕest-
à-dire depuis les Anciens jusquÕ̀a Gauss, ils «etaient envisag«es par rapport à un référent
g«eom«etrique : le plan ou bien lÕespaceeuclidien de dimension t rois; lÕ«etude portait donc
sur lÕobjet plongé.

CÕest Gauss qui, dans son «etude fondamentale des surfaces, a mis lÕaccent sur les
propri«et«esintrinsèques5, cÕest-à-dire ind«ependantesdu plongement dans le r«ef«erent . Cela
suppose d«ejà une vision claire de lÕident it«e (ou plus correctement , de lÕÇisomorphieÈ)
dÕobjets g«eom«etriques plong«es di! «eremment dans un r«ef«erent . On peut y voir lÕune des
sources de lÕimportance prise peu à peu par la notion g«en«erale dÕisomorphisme, puis de
morphisme.

Toutefois, si cÕest la notion int rins̀eque qui importe en Þn de compte, il ne sÕagit pas
pour autant de se d«ebarrasser dÕun r«ef«erent , la donn«ee möeme dÕun objet math«ematique
particulier se faisant t rès souvent de manière ext rins̀eque, e.g. via des «equations. Le
caract ère int rins̀eque desobjets et propri«et«esconsid«er«es permet alors, selon un libre jeu
de changements de repères,de choisir la descript ion la plus commode selon les besoins.

Exemple. Reprenons le cas,«evoqu«e au d«ebut de cet expos«e, dÕun op«erateur lin«eaire F ∈
L(V ). Biensouvent , cequi estdonn«eenpratique, cenÕest pasF lui-möeme,mais le tableau
carr«e de nombres quÕest sa matrice #. LÕop«erateur F est lÕobjet abst rait int rins̀eque d«eÞni
par # dans une base donn«ee, cÕest-à-dire une fois V ident iÞ«e à Cn .

Cet te d«eÞnit ion est donc de nature ext rins̀eque : elle d«epend du choix dÕune base.
LorsquÕonla change, # se changeen une matricedu type P#P−1, et on peut par exemple
t irer proÞt de cette variation pour seramener au cascommode dÕune matrice t riangulaire
(i.e. nÕayant que des 0 au-dessous de la diagonale).

Nous allons maintenant discuter deux modes extrinsèques de se donner un objet ma-
thématique particulier : la présentation et la représentation.

Ces deux modes sont de caractèresoppos«es : la pr«esentation est une descript ion abs-
t raite, formelle, symbolique de lÕobjet consid«er«e, tandis que la repr«esentation vise à une
Çconcr«eti sationÈ, une Çr«ealisationÈ, une ÇincarnationÈ de cet objet.

2.3 Présentations.

Présenter un objet math«ematique, cÕest lÕexhiber en termes de g«en«erateurs et rela-
t ions.

5comme me le rappelle F. Nicolas, la dialectique intrinsèque/extrinsèque a été bien thématisée par
A. Lautman [6, II].
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Pour Þxer les id«ees, consid«erons le cas dÕun groupe. Pr«esenter un groupe G, cÕest se
donner G par g«en«erateurs gi et relations rj , de la manière suivante :

- lesgi sont dessymboles(sanscontenu s«emant iquesp«eciÞ«e), chacun «etant accompagn«e
dÕun autre symbole g−1

i (appel«e inverse de gi ). On considère lÕalphabet (Þni ou inÞni)
form«e desgi et desg−1

i ,

- lesrj = rj (gi , g
−1
i ) sont cert ains mots «ecri ts dans cet alphabet ,

- les «el«ements de G sont les mots quÕon peut «ecrire dans cet alphabet , modulo les
relations rj ,

- la loi de composit ion de G est donn«ee par la concat«enation des mots mis bout à
bout. LÕ«el«ement neutre est le mot vide (sans lett re), not«e 1G ou simplement 1.

LÕexpression Çmodulo lesrelations rj È demande explication : on entend par là que deux
mots m1 et m2 sont consid«er«es comme d«eÞnissant le möeme «el«ement de G si on peut les
obtenir tous deux à part ir dÕun troisìeme mot m en e!aücant à lÕint«erieur de m certaines
s«equencesdu type rj , ou gi g

−1
i , ou g−1

i gi .

On dit que le groupe G est de présentation finie sÕil peut öetre d«eÞni par un nombre
Þni de g«en«erateurs gi et de relations rj .

Exemple 1. Le groupe libreengendr«epar g1, . . . , gn est legroupedonn«epar lesg«en«erateurs
gi et aucune relat ion. Si n = 1, on trouve le groupe desent iers Z (muni de lÕaddit ion). Si
n ≥ 1, ce groupe sÕident iÞe au groupe fondamental du plan priv«e de n points x1, . . . xn

(voir expos«e 3) : les gi symbolisent des chemins partant et aboutissant à un point -base
Þx«e x, et tournant une fois autour du point manquant xi dans le sens t rigonom«etrique.

Du point de vue despr«esentations, les groupes libresjouent le röole de r«ef«erents. Dans
ce mode extr ins̀eque de descript ion, un groupe nÕapparaöõt pas comme plong«e dans un
r«ef«erent , mais, dualement, comme quotient du r«ef«erent .

Exemple 2. Le groupe Z/12Z des tr ansposit ions du syst ème temp«er«e est donn«e par un
g«en«erateur g et une relation r = gggggggggggg (g peut repr«esenter la classede 1 ou
de 5 ou de 7 ou encore de 11 dans Z/12Z, au choix). Une autre pr«esentation de ce
groupe consiste à prendre deux g«en«erateurs g1, g2 et t rois relations r1 = g1g1g1, r2 =
g1g2g

−1
1 g−1

2 , r3 = g2g2g2g2 (g1 peut repr«esenter la classe de 4 et g2 celle de 3 dans
Z/12Z ; la relation r2 assure la commutativit«e). On voit donc quÕun groupe donn«e admet
plusieurs pr«esentat ions, quÕelles sont ext rins̀eques, et cont iennent pas mal dÕarbit raire.

Tout «el«ementaire et formel que paraisse ce mode de d«eÞnit ion dÕun groupe, surtout
dans le cas de pr«esentation Þnie où tout se r«eduit à concat«ener et simpliÞer desmots sur
un alphabet Þni, la pr«esentation par g«en«erateurs et relat ions rec̀ele en fait de redoutables
di" cult«es, dont le fameux problème des mots de M. Dehn (1911) :

soit G le groupe donné par une présentation finie explicite (gi , rj ). Donner un algo-
rithme pour déterminer si deux mots m1 et m2 (sur l’alphabet formé des gi et des g−1

i )
cöıncident modulo les relations rj , autrement dit, s’ils définissent le même élément de G.

Toute la di"c ult«e r«eside en ce quÕon ne connaöõt pasde borne a priori pour la longueur
du mot m dont d«eriveraient m1 et m2 par simpliÞcation, sÕils d«eÞnissaient le möeme
«el«ement de G. La r«eponseau problème de Dehn a «et«e apport«ee en 1955par P. Novikov :

pour certains groupes G de présentation finie, le problème des mots est indécidable.
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Ce r«esultat c«elèbre est sans doute la première manifestation dÕind«ecidabilit«e (au sens
usuel dÕinexistence de machines de Turing capables de trancher algorithmiquement la
question) en dehors du domaine de la logique et de la th«eorie desensembles.

Plus tard, Boone et Higman ont caract«eris«e lesgroupesG de pr«esentation Þnie pour
lesquels le problème des mots est d«ecidable : ce sont ceux qui se plongent dans un
groupe simple qui lui-möeme se plonge dans un groupe de pr«esentat ion Þnie. De là à
savoir const ruire des groupes où le problème des mots est ind«ecidable, il y a un grand
pas... et une riche th«eorie. Gardons-nous donc de confondre ÇindécidableÈ (qui a un sens
logico-math«ematique bien pr«ecis) et ÇinconnaissableÈ (qui nÕen a aucun), et d’interpré-
ter l’indécidabilité comme on ne sait quel retrait du ÇmanteauÈ mathématique devant le
Çtoucher de l’espritÈ.

2.4 Représentations.

Représenter un objet math«ematique, cÕest le d«ecrire en termes de son action sur
dÕautresobjets X pr«ealablement connus.

Pour Þxer les id«ees, reprenons le casdÕun groupe. Repr«esenter un groupe G, cÕest se
donner G comme groupe de sym«etries dÕun ensemble st ructur«e X. Dans une accept ion
un peu plus g«en«erale, cÕest se donner un morphisme6

G → Aut X

du groupe G vers le groupe des automorphismes de X. On parle aussi dÕaction de G sur
X, et on note g · x lÕ«el«ement de X qui est le r«esultat de lÕaction de lÕ«el«ement g ∈ G sur
lÕ«el«ement x ∈ X.

Exemple 1. Tout groupe G agit sur lui-möeme (de plusieurs faücons, en fait ), par exemple
par t ranslat ions à gauche : g · x «etant le produit de g et de x dans G. Ce faisant , G
sÕincarne comme un groupe de permutations part iculièresde ses«el«ements.

Exemple 2. Le programme dÕErlangen de Klein «evoqu«e dans lÕexpos«e pr«ec«edent (§ 2.2)
fournit de nombreux exemples dÕact ions de groupesde d«eplacements sur des Þguresg«eo-
m«etriques. Ce programme est en fait une r«eßexion de fond sur la notion dÕaction en
g«eom«etrie.

2.5 Représentations linéaires.

Une repr«esentation est dÕautant plus e"c aceque le subst rat X de lÕaction est «el«emen-
taire ou bien connu. Le cas dÕun espace vector iel est à cet «egard prometteur.

On parle de représentation linéaire lorsque X est un espace vectoriel, quÕon note
plutöot V comme dÕhabitude; le groupe des automorphismesde V nÕest aut re que GL(V ).
Lorsque V est de dimension Þnie, on parle de représentation linéaire de dimension finie.

Une repr«esentation lin«eaire dÕun groupe G dans lÕespace vectoriel V , cÕest donc un
morphisme de groupes7

ρ : G → GL(V ).

6c’est-à-dire une application qui respecte la composition.
7si G est muni d’une topologie, il est naturel de requérir que ce morphisme soit continu.
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En dimension Þnie et sous lÕhypothèse que ρ inject if8, repr«esenter lin«eairement un
groupe abstrait G, cÕest donc le repr«esenter ÇconcrètementÈ comme groupe de matrices9.
Une repr«esentation lin«eaire est dite irréductible si V nÕapas de sous-espace10 stable sous
lÕaction de G.

Le leitmotiv de la théorie des représentations linéaires des groupes est d’essayer de
ÇcomprendreÈ un groupe abstrait G à partir de la collection de ses représentations li-
néaires (irréductibles).

Exemple 1 (linéarisation 1). Partant dÕune action dÕun groupe G sur un ensemble st ruc-
tur«e X quelconque, voici comment en d«eduire une repr«esentation lin«eaire de G. On prend
pour V lÕespace vectoriel F (X) form«e des fonctions sur X à valeurs complexes11, et on
fait agir G sur F (X) par la règle suivante qui d«eÞnit lÕaction g · f :

(g · f ) · x = f (g−1 · x)

(où x d«esigne un «el«ement de X, f un «el«ement de F (X), g un «el«ement de G).
Par exemple si G agit sur X = G par t ranslation, la repr«esentation lin«eaire ainsi

obtenue (dans lÕespaceF (G) desfonct ions sur G) sÕappelle la représentation régulière de
G et est not«eeρr eg.
Exemple 2 (linéarisation 2). Reprenons lÕexemple 1 du num«ero pr«ec«edent , dans le cas
part iculier dÕun groupe cont inu de transformations G (groupe de Lie). Par lin«earisation,
lÕaction de G sur lui-möeme induit une repr«esentation lin«eaire de G sur sonalg̀ebre de Lie.
Exemple 3. Consid«erons une «equation di! «erent ielle lin«eaire dÕordre n

pn (x)
dn y

dxn + · · · + p1(x)
dy

dx
+ p0(x) = 0,

lescoe"c ients pi (x) «etant des polynöomes. Les singularit«es de cett e «equation sont les ra-
cinesx1, . . . xn du polynöomepn (x). Au voisinagede tout point x dist inct dessingularit«es,
lessolut ions de cette «equation di! «erent ielle lin«eaire dÕordre n forment un espacevectoriel
V de dimension n. Mais quand on ÇsuitÈ une solut ion y le long dÕun chemin partant de
x et about issant à x, mais entourant une ou plusieurs singularit«es, on retombe en g«en«eral
sur une autre solut ion de lÕ«equation12. Ai nsi, le groupe fondamental du plan priv«e de
x1, . . . , xn agit sur V : on obt ient une repr«esentation du groupe libre à n g«en«erateurs,
dit e représentation de monodromie.

Pour clore ce paragraphe, menti onnons brièvement deux op«erations ut iles sur les
repr«esentations lin«eaires :

- la somme de deux repr«esentat ions ρ ⊕ ρ′ : G → GL(V ⊕ V ′). LÕespace sous-jacent
consiste en les couples form«es dÕun vecteur de V et dÕun vecteur de V ′. LÕaction de g ∈ G
est donn«eepar la formule g · (v, v′) = (g · v, g · v′).

- le produit tensoriel13 de deux repr«esentations ρ ⊗ ρ′ : G → GL(V ⊗ V ′). Si les
ei forment une basede V et les e′j une basede V ′, une basede V ⊗ V ′ est form«ee des
symbolesei ⊗e′j . LÕact ion de g ∈ G est donn«eepar la formule g ·(ei ⊗e′j ) = (g ·ei )⊗(g ·e′j ).

8c’est-à-dire faisant de G un sous-groupe de GL(V ).
9on renvoie au § 1.3 du premier exposé pour la définition de la composée de deux matrices.

10distinct de {0} et de lui-même, bien entendu.
11variante utile en dimension infinie : on peut imposer diverses conditions sur ces fonctions.
12voir le § 4 de l’exposé précédent.
13dont l’intérêt apparâıtra plus bas, § 3.3.
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3 Représentations linéaires des groupes.

3.1 Caractères : la théorie de Frobenius.

La th«eorie des repr«esentations lin«eaires des groupes Þnis est n«ee en 1896, gröace aux
e! orts de G. Frobenius pour r«epondre aux questions de R. Dedekind, qui se heurtait à
descalculs inext ricablesen th«eorie de Galois des «equations alg«ebriques, dèsque le degr«e
d«epassait 4. Le concept fondamental de sa th«eorie est celui de caractère.

Soit G un groupe à N «el«ements. On note Fcent (G) le sous-espacede F (G) form«e des
fonctions centrales, cÕest-à-dire des fonct ions f (à valeurs complexes) v«eriÞant f (gg′) =
f (g′g) pour tout couple (g, g′) dÕ«el«ements de G. Le produit scalaire

〈f1, f2〉 =
1
N

!

g∈G

f1(g) øf2(g)

fait de Fcent (G) un espaceeuclidien complexe (voir expos«e 1, § 3.1).

Soit maintenant ρ : G → GL(V ) une repr«esentation de dimension Þnie de G. Son
caractère χ! est la fonction sur G à valeurs complexesd«eÞnie par la t race:

χ! (g) = tr ρ(g).

Par la propri«et«e fondamentale de la t race, cÕest un «el«ement de Fcent (G).
Il sÕavère quÕune repr«esentation ρ est complètement d«etermin«eepar son caract ère χ! .

En outre, cette correspondance de Frobenius entre représentations et caractères jouit des
propri«et«esremarquablessuivantes :

- ρ est irr«eductible⇔ χ! est unitaire : 〈χ! , χ! 〉 = 1,

- les caractères unitaires forment une base orthonorm«ee de Fcent (G) ; pour toute
«el«ement f ∈ Fcent (G), on a donc la d«ecomposit ion

f =
!
〈f, χn 〉χn

où χn parcourt lescaractères unitaires,

- χ! ⊕! ! = χ! + χ! ! et χ! ⊗! ! = χ! .χ! ! ,

- toute repr«esentation ρ de dimension Þnie de G est somme directe de repr«esentations
irr«eductibles. La mult iplicit«e avec laquelle la repr«esentation irr«educt ible de caractère χn

apparaöõt dans ρ est 〈χ! , χn 〉. Cas part iculier : la d«ecomposit ion de la repr«esentation
r«egulière est : ρr eg = ⊕ (dim ρn ) ρn où ρn parcourt touteslesrepr«esentationsirr«eductibles.

La correspondance de Frobenius permet dÕassocier à tout groupe Þni sa table de
caractères, cÕest-à-dire le tableau de nombrescomplexes dont les entr«eessont lesvaleurs
descaractèresunitaires14, et cette table détermine le groupe. Cette correspondance r«ealise
ainsi lÕexploit de ramener en principe la structure du groupe fini abstrait G à de simples

14comme les caractères sont des fonctions centrales, on peut se limiter à considérer leurs valeurs sur des
représentations des classes de conjugaison de G, ce qui permet d’obtenir un tableau carré. Par ailleurs
ces valeurs sont des nombres d’un type bien particulier : comme tout élément g de G vérifie gN = 1G ,
toute valeur propre µ de ρ(g) vérifie µN = 1, de sorte que les valeurs de caractères sont toujours des
sommes de racines N -ièmes de l’unité.
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données numériques. Conform«ement au leimotiv «enonc«e ci-dessus, desrenseignements sur
la table de caract èresdonnent desrenseignements sur le groupe. Par exemple, on montre
facilement quÕun groupe Þni G est
- simple15 si et seulement si pour tout g += 1G et pour tout caract èreχ += 1, χ(g) += χ(1G ).
- commutatif si et seulement si pour tout caract ère unitaire χ, χ(1G ) = 1.

Bien entendu, pour exploiter à fond cette correspondance, encore faut-il la rendre ex-
plicit e, cÕest-à-dire savoir calculer la table des caractères. Il existe pour cela un algorithme
simple döu à W. Burnside, lÕun desfondateurs de la th«eorie (voir [6, § 2]).

3.2 Représentations linéaires des groupes compacts et analyse
harmonique. L’apport de Weyl.

Comme nous lÕavons rappel«e lors du premier expos«e (§ 3.2), on d«eÞnit en analyse de
Fourier le produit scalaire de deux fonctions p«eriodiquesf1(t) et f2(t) de p«eriode 2π par
la formule

< f1, f2 >=
# "

−"
f1(t) øf2(t)

dt

2π
.

LÕespace L2(U (1)) des fonct ions f pour lesquelles< f, f > est bien d«eÞni est un espace
de Hilbert16. Une base orthonorm«ee est donn«ee par en = e

√
−1nt (où n est un ent ier

quelconque), et tout f ∈ L2(U (1)) sÕ«ecrit de manière unique

f =
!

n

< f, en > en .

CÕest H. Weyl qui semble avoir remarqu«e le premier lÕanalogie (frappante!) ent re ces
formules et les formules ci-dessus. Ci-dessus, on avait a! aire à un groupe Þni G (non
n«ecessairement commutatif ), et à un espaceeuclidien de dimension Þnie dont le produit
scalaire «etait d«eÞni par une somme Þnie. Ici, on a a!ai re au groupe topologique com-
mutatif (inÞni) des rotations planes (quÕonpeut ident iÞer au cercle unit«e U (1), chaque
rotation «etant «epingl«ee par son angle t ∈] − π, π]), et à un espace de Hilbert dont le
produit scalaire est d«eÞni par une int«egrale relative à la mesure de probabilit«e dt

2" sur
U (1) ; lesen sont lescaractèresunitaires de U (1).

En math«ematique, toute analogieest uneaubaine : lechercheur nÕa decessede la creu-
ser jusquÕ̀a sa disparit ion/absorpt ion dans une th«eorie qui englobe les th«eories jumelles.
CÕest ce quÕa fait Weyl : il a «etendu la th«eorie de Frobenius aux repr«esentations lin«eaires
de dimension Þnie des groupes (topologiques) compacts non n«ecessairement commutatifs,
et cr«e«e lÕanalyse harmonique non commutative.

Le prototype dÕun groupe compact est le groupe U (n) des op«erateurs unitaires dÕun
espace euclidien de dimension n, voir expos«e 1, § 3.1.

LÕanalogue pour un groupe compact G de la d«ecomposit ion de la repr«esentation r«e-
guli ère dÕun groupe Þni, cÕest le th«eorème de Peter-Weyl : L2

cent (G) se d«ecompose selon
les repr«esentations irr«eductibles de G (il y en a une inÞnit«e), chacune intervenant avec
une mult iplicit«e «egale à sa dimension (voir par exemple [6]).

15c’est-à-dire n’admet pas de quotient non trivial ; mais, attention, il peut admettre des sous-groupes
non-triviaux, qui ne seront pas normaux.

16c’est-à-dire un espace euclidien complet de dimension infinie.
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3.3 Problème de Tannaka.

«Etant donn«e un groupe compact G, on disposede la cat«egorie RepG desrepr«esenta-
t ions lin«eairesde dimension Þnie de G17.

Le leitmotiv g«en«eral de la th«eorie des repr«esentations lin«eaires formul«e ci-dessus (§
2.5) incit e à poser le problème suivant (problèmede Tannaka) :

Peut-on reconstituer G à partir de RepG ?
La r«eponseest Çnon... mais presqueÈ. Rappelons (ibidem) que RepG est munie dÕune

op«eration interne Çproduit tensorielÈ ⊗. Le th«eor̀eme de Tannaka dit quÕon peut bel et
bien reconstruire G à part ir de la cat«egorie RepG munie de⊗.

CÕest par le biais dÕune vaste g«en«eralisation de ce r«esultat que Grothendieck est par-
venu à lÕid«ee de groupe de Galois motivique, qui a fait une apparit ion furt ive dans lÕexpos«e
pr«ec«edent (§ 5)18.

3.4 Représentations linéaires et mécanique quantique.

Le produit tensoriel, conücu en alg̀ebre et pour lÕalg̀ebre, a fait fortune en m«ecanique
quant ique : lÕ«etat de n part iculesest d«ecrit non par la somme, mais par le produit tenso-
riel de n espaces de Hil bert H. Du principe dÕindiscernabilit«e des part icules identi ques,
on d«eduit une action du groupe Sn despermutations sur n objets sur H⊗n . Dès lesan-
n«ees1926-27,E. Wigner «etudiait cette repr«esentation lin«eaire. À la möeme«epoque, Weyl
sÕint«eressait aux repr«esentationsunitairesde dimension inÞnie du groupe addit if des r«eels
R qui apparaissent en m«ecanique quant ique sous la forme t "→ e

√
−1tH où H est un op«e-

rateur hamiltonien (voir expos«e 1, § 5.3). La synthèse[9] quÕil a «ecri te sur la th«eorie des
repr«esentations et la m«ecanique quant ique, parue en 1928(soit fort peu aprèslest ravaux
fondateurs de Heisenberg et Schr¬odinger), a eu une inßuence consid«erable.

Les th«eoriesde jauge, dont lesorigines remontent dÕailleurs aussi à Weyl, ont par la
suite contribu«e à renforcer lÕimportancede la th«eorie des repr«esentations en physique des
part icules. Selon cesth«eories, cÕest grossomodo U (1) qui gouverne lÕ«electro-magn«etisme,
U (2) lesforces«elect ro-faibles,U (3) lesinteractions fortes(lesquarks qui, aveclesleptons,
constituent la matière, furent int roduits dans la th«eorie par Gell-Man et Neeman en 1964
sur la base de consid«erations sur les repr«esentations de U (3)) .

3.5 Représentations linéaires en dimension infinie. La théorie de
von Neumann et l’école de Gelfand.

Les travaux de Weyl ont ouvert une nouvelle ère dans la th«eorie desrepr«esentat ions :
celle de lÕ«etude des repr«esentations de dimension inÞnie (de pr«ef«erence unitaires) des
groupestopologiques G.

17un morphisme de représentations n’étant autre qu’une application linéaire compatible aux actions
de G.

18signalons au passage que l’étude des représentations linéaires du groupe de Galois absolu Gal(Q̄/Q)
(exposé précédent, § 3.1) est l’un des domaines les plus actifs de la théorie des nombres contemporaine.
Pour un groupe compact totalement discontinu comme Gal(Q̄/Q), ce n’est d’ailleurs pas le corps C des
nombres complexes qui est le corps naturel de coefficients de ces représentations galoisiennes, mais ce
sont ce qu’on appelle les corps p-adiques.
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Deux th«eories, ou deux «ecoles, en sont n«ees : la th«eorie des alg̀ebres dÕop«erateurs de
von Neumann «evoqu«eedans le premier expos«e, et lÕ«ecole de Gelfand.

Le lien entre repr«esentations lin«eaires et alg̀ebres dÕop«erateurs est le suivant . Soit
ρ : G → U (H) une repr«esentation unitaire dÕun groupe topologique G dans un espace
de Hilbert H. Al ors le commutant de ρ(G) dans L(H) est une alg̀ebre de von Neumann
(voir expos«e 1, § 5.1).

I. Gelfand (à qui lÕon att ribue lesloganÇtout problèmemath«ematiqueestun problème
de repr«esentationÈ) et son «ecole se sont principalement occup«es de construire et classer
des repr«esentat ions. La th«eorie est ext röemement ramiÞ«ee, mais il en «emerge un principe
directeur (principe de Kirillov) : les repr«esentations irr«eductiblesdedimension inÞnie dÕun
groupe de Lie correspondent à cert ainesorbitespour lÕaction de ce groupe sur (le dual de)
son alg̀ebre de Lie (orbit es soumises à une certaine condit ion de Çquant iÞcationÈ, dans
lÕesprit de la m«ecanique quant ique). Ce principe permet de se ramener à desproblèmes
de dimension Þnie.

4 Représentations linéaires et problèmes de classifi-
cation.

ÇTout ce qui peut se ranger lui plaisait .È

G. Cuvier, Eloge de Werner, cit«e dans [2]

Nous avons d«ejà dit quelques mots sur le röole de la classiÞcation en math«ematique au
§ 5.4 du premier expos«e. Ce röole «etant moins connu que dans dÕautres sciences, les clas-
siÞcations paraissent davantagepr«eserv«ees, dans le domaine math«ematique, du discr«edit
culturel actuel qui bannit presque du champ de la pens«ee ces avatars scient iÞques de la
philat«elie, la patience illimit«ee quÕexige leur exercice «etant perücue comme lÕant ithèse de
lÕ«eclair de g«enie.

On sait pourtant comment les grands t ravaux syst«ematiques botaniques et zoolo-
giques, de Linn«e à Lamark et Cuvier, ont forg«e, lors de lÕ«elaboration de schèmes classi-
Þcatoires ÇnaturelsÈ, la compr«ehension progressive de la structure visible et de lÕorga-
nisation des öetres vivants; comment la probl«ematique de la classiÞcation des «el«ements
simples, culminant avec la combinatoire du tableau p«eriodique de Mendeleie! des 92, a
contribu«e à faüconner la rat ionalit«e chimique (cf. [2, ch. I I I]) , etc...

De möeme, en math«ematique, certaines classiÞcations ont eu une importance concep-
tuelle qui d«epasse de bien loin les problèmes de rangement19 ; cÕest certainement le cas
de celles que nous allons «evoquer ci-dessous.

LesclassiÞcations portent sur des objets g«en«eraux (au sens du § 2.1), mais font parfois
apparaöõtre en Þn de compte desobjets part iculiers tout à fait impr«evus; un tel passage
ne sÕobtient paspar une simple m«edit ation dialectique sur lesobjets g«en«eraux consid«er«es.

19il y aurait certes bien des distinctions à faire parmi entre classifications, mais c’est à un philosophe
des sciences qu’il revient d’en parler. Remarquons seulement qu’il ne s’agit dans ce chapitre que du cas
où la classification aboutit à des listes dénombrables. Bien d’autres problèmes de classification mettent
en jeu à la fois des invariants discrets et des modules continus qui forment parfois des objets de même
nature générale que ceux que l’on classifie.
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4.1 Classification des groupes finis simples.

Un exemple embl«ematique de classiÞcation math«ematique est celui de la classiÞcation
desgroupes Þnis simples. Rappelons encore une fois quÕun groupe Þni est dit simple sÕil
nÕapas de quotient non tr ivial, ou ce qui revient au möeme, sÕil nÕa pas de sous-groupe
normal non trivial (voir lÕexpos«e 3, § 1.3)20. Tout groupe Þni se Çd«evisseÈ en groupes
Þnis simples, qui sont , eux, Çind«evissablesÈ.

Le röeve de Burnside de classiÞer, en sÕappuyant sur la th«eorie desrepr«esentations, les
groupesÞnis simplesa Þnalement about i, au bout dÕun siècle de travail monumental. On
a la liste complète : t rois s«eries inÞnies mais «el«ementai res

- groupes cycliquesdÕordre premier,
- groupes altern«es21,
- groupes simplesde type de Lie22,

plus 26 groupes sporadiques23, dont le plus gros, appel«e ÇMonstreÈ, a

808017424794512875886459904961710757005754368000000000

«el«ements (il estconstr uit par Çrepr«esentationÈ, commegroupedesym«etriesdÕunecert aine
structure remarquable de dimension 196883).

Les 5 premiers groupes sporadiques ont «et«e d«ecouvert s par Mathieu en 1860. Il a
fallu plus dÕun siècle pour quÕun 6̀eme nÕapparaisse, au cours du travail de classiÞcation.
La Þn de ce travail avait «et«e annonc«ee en 1983, mais un ÇtrouÈ a «et«e rep«er«e dans une
d«emonstration, t rou qui a «et«e Çbouch«eÈ gröaceà un art icle-rust ine de 1300pages!

La classiÞcation est d«esormais r«eput«ee achev«eeet les experts sont en t rain de r«ediger
une preuve Çde seconde g«en«erationÈ, plus compacte (environ 5000pagessi tout va bien !)
et plus conceptuelle.

QuÕen est-il de la classiÞcation des représentations linéaires desgroupesÞnis simples?
Autrement dit , que sait -on de leurs tables de caractères?

Pour lesgroupescycliquesou altern«es,elles«etaient d«ejà connuesdeFrobenius. Pour les
groupessporadiques, on poss̀ede desatlas de tables de caract ères.La question destables
de caract èresdesgroupesÞnis de type de Lie est en revanche ouverte, cÕest möemelÕobjet
dÕun champ dÕinvestigation vaste et t rès act if sous la maöõtrise dÕÏ uvre de G. Luzsti g.
Celui-ci a propos«e une «etonnante conjecture reliant les repr«esentations desgroupes Þnis
simplesde type de Lie aux repr«esentations desgroupes quant iques.

4.2 Classification des groupes de Lie simples.

Entre-temps, Cartan et Kil ling avaient classiÞ«e lesgroupes de Lie r«eels et complexes
simplesG. La classiÞcation seramène à celle desalg̀ebres de Lie simples LieG. Un peu
comme dans la th«eorie de Frobenius pour les groupes Þnis, mais de manière beaucoup
plus sophistiqu«ee, apparaöõt de la g«eom«etrie euclidienne.

20la notion, sinon le qualificatif, est due à Galois.
21c’est-à-dire groupes de permutations de n lettres composés d’un nombre impair d’échanges de deux

lettres. C’est Galois qui a montré que ce sont des groupes simples dès que n ≥ 5
22ce sont, grosso modo, des groupes de matrices à coefficients dans un corps fini.
23ce qualificatif est dû à Burnside.
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En fait , à toute alg̀ebre de Lie complexe simple24 (ou somme directe de telles) est
associ«ee un pet it bijou de g«eom«etrie euclidienne r«eelle appel«e système de racines, qui
consiste en un ensemble Þni $ de vecteurs qui engendrent lÕespace et qui v«eriÞent les 3
propri«et«essuivantes:

- pour tout α ∈ $, lesseuls «el«ements de $ proport ionnels à α sont α et −α,
- pour tout α ∈ $, $ est stable par r«eßexion s# par rapport à lÕhyperplan perpendi-

culaire à α,
- pour tousα, β ∈ $, la projection orthogonale de β sur la droite men«ee par α est un

mult iple demi-ent ier de α.
Le groupe de Weyl est le groupe Þni de sym«etriesde $ engendr«e par lesr«eßexions s# .

Fig. 4.1. Systèmes de racines en dimension 2.

Il reste à classiÞer lessystèmesderacines: cÕesta! aire decombinatoireet deg«eom«etr ie
euclidienne«el«ementaire, quoiquesubt ile.Ceux qui sont ind«ecomposables(cesont ceux qui
correspondent e!ectivement à des alg̀ebres de Lie simples) se laissent «epingler, chacun,
par un diagramme de Dynkin, dont voici la liste (on a pu dire que cesdiagrammes de
Dynkin sont dessortesde Çlut ins qui infestent lesmath«ematiquesÈ)25 :

An : ◦ − ◦ − · · · − ◦ − ◦

Bn : ◦ − ◦ − · · · − ◦ ⇒ ◦

Cn : ◦ − ◦ − · · · − ◦ ⇐ ◦

Dn : ◦ − ◦ − · · · − ◦ <
◦
◦

E6 :
◦
|

◦ − ◦− ◦ − ◦ −◦

24sic ! Complexe veut dire ici à coeffients dans le corps des nombres complexes, simple veut dire sans
quotient non-trivial.

25leur signification est en gros la suivante : les sommets - ou petits cercles - figurent les racines simples,
desquelles toutes les racines se déduisent par combinaison linéaire à coefficients tous positifs ou tous
négatifs ; les arêtes figurent l’angle entre deux racines simples non perpendiculaires - simple arête si
l’angle est de 120̊ etc...
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E7 :
◦
|

◦ − ◦− ◦ − ◦ − ◦ −◦

E8 :
◦
|

◦ − ◦− ◦ − ◦ − ◦ − ◦ −◦
F4 : ◦ − ◦ ⇒ ◦ − ◦

G2 : ◦ ≡ ◦.

En conclusion, il y a 4 familles inÞnies (An , Bn , Cn , Dn ) dÕalg̀ebres de Lie complexes
simples26, plus 5 except ionnelles(E6, E7, E8, F4, G2).

Le problème de la classiÞcation des repr«esentat ions des groupes de Lie simples a
«et«e r«esolu par Weyl pour lÕessent iel, qui a donn«e une formule fondamentale pour les
caract ères.Il y a une relation entre les repr«esentat ions de chacun de cesgroupescont inus
et les repr«esentations du groupe de Weyl (Þni) correspondant .

4.3 Classification des représentations linéaires et indécidabilité.

Reprenons la notion de repr«esentation lin«eaire dans son accept ion g«en«erale. On sÕest
attach«e ci-dessus au casdes groupes (abst raits ou topologiques), mais on peut repr«esenter
lin«eairement dÕautres structures. La situation la plus g«en«erale, semble-t-il , est celle des
carquois.

Les carquois sont des graphes (en g«en«eral Þnis) dont les aröetes (qui peuvent öetre
mult iples) sont orient«ees. Signalons en passant leur intervent ion r«ecente dans la th«eorie
desgestes musicaux de M. Andreatta et G. Mazzola [1].

Une représentation linéaire dÕun carquois Q, cÕest la donn«ee, pour tout sommet x de
Q, dÕun espacevectoriel Vx (disons de dimension Þnie pour Þxer lesid«ees), et pour toute
aröete a liant lessommets x et y dÕune application lin«eaire Fa de Vx dans Vy .

Comme pour les repr«esentations de groupes, il y a une notion naturelle de somme,
et une repr«esentation est dite ind«ecomposable si elle ne se laisse pas d«ecomposer (non
trivialement) en somme.

La question de la classiÞcation desrepr«esentations lin«eaires descarquois mène alors à
une trichotomie r«esum«eedans le merveilleux th«eor̀eme de Gabriel, Nazarova et al. (voir
[3, 4.4]) où resurgissent , tels Scarbo, les diagrammesde Dynkin :

THE OREME : Soit Q un carquois. On a la trichotomie suivante :
1) Q n’a qu’un nombre fini de représentations indécomposables si et seulement si c’est

un diagramme de Dynkin.
2) Q a une infinité de représentations indécomposables classifiables algébriquement

(en un sens précis que nous n’éluciderons pas ici) si et seulement si c’est un diagramme
de Dynkin étendu27.

26les groupes associés sont issus de la géométrie euclidienne réelle ou complexe, ou de la géométrie
symplectique.

27obtenu par adjonction d’un sommet à un diagramme de Dynkin selon une règle simple que nous ne
préciserons pas ici.
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3) En dehors de ces deux cas, la ÇthéorieÈ des représentations de Q est indécidable.

En fait , la d«emonstr ation de lÕind«ecidabilit«edanslecas3) sefait en codant leproblème
desmots de Dehn dans la th«eorie desrepr«esentat ions de Q !

Exemple (Gelfand-Ponomarev). Soit Qn le carquois ayant n sommets x1, . . . , xn li«es
par une aröete orient«ee vers un sommet central x0. La th«eorie des repr«esentations de
Qn «equivaut à celle des syst èmes de n sous-espaces V1, . . . Vn dÕun espace vectoriel V0,
consid«er«e à isomorphisms près. I l sÕavère que Qn est de type 1) (Þni) pour n ≤ 3, de
type 2) (mod«er«e) pour n = 4, de type 3) (sauvage) pour n > 4 : il est donc impossible
de classiÞer, à isomorphismeprès, les syst èmes de 5 sous-espacesdÕun espacevectoriel.

********************

Bibliographie

[1] - M. Andreatta, G. Mazzola, Formulas, Diagrams, and Gesturesin Music, Journal
of Mathematics and Music, 2007.

[2] - G. Bachelard, Le mat«erialisme rationnel, P. U. F. 1953.

[3] - D. Benson, Representations and cohomology I : basic representation theory of
Þnite groups and associative algebras,Cambridgestudiesin advanced mathematics
30 (1995).

[4] - T. Coquand, B. Spit ters, A construct ive proof of the Peter-Weyl theorem,
Math. Log. Quart . 0 (2004), 1-12.

[5] - A. Kiri llov, «El«ements de la Th«eorie des Repr«esentations, (tr aduct ion franücaise
du russe) «Edit ions MI R, Moscou (1974).

[6] - A. Lautman, Essaisur les notions de structure et dÕexistence en math«ematiques.
R«e«edit ion Vrin 2006.

[7] - G. Mackey, The scope and history of commutative and noncommutative
harmonic analysis, History of mathematics, vol. 5, A. M. S., L. M. S. (1992).

[8] - J. P. Serre, Repr«esentations desgroupes Þnis, 5̀eme «ed., Hermann (1998).

[9] - H. Weyl, Gruppentheorie und Quantenmechanik (1928), t ransl. by H. P.
Robertson, The Theory of Groups and Quantum Mechanics, 1931, rept . 1950
Dover.

[10] - H. Weyl, Classical Groups : their Invariants and Representations, Princeton
(1939).

74


